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摘 要 分别针对低度光滑函数和充分光滑函数, 给出其数值差商公式的余
项估计, 然后推导出若干超收敛的数值差商公式并给出其余项的Lagrange表
示.
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当节点x0, · · · , xk的间距很小时, 一个函数f在其上的差商f [x0, · · · , xk]是很难直接利
用f的函数值进行计算的. 这时以f的Hermite插值多项式的差商来近似代替f的差商便是

一个有效的途径. 插值多项式中虽然也有在另一组节点a0, · · · , an上的差商计算问题，但

我们可以把这组节点的间距取得足够大, 以便使计算能顺利进行. 这是数值微分概念和技
术的自然拓广, 下列公式不妨称之为数值差商公式:

f [x0, · · · , xk] =
n∑

n=k

f [a0, · · · , aν ] · ων [x0, · · · , xk] + R[x0, · · · , xk], (0.1)

其中

ων(x) :=
ν−1∏

i=0

(x− ai), ν = 0, 1, · · · , n + 1, (0.2)

而

R(x) := f(x)−
n∑

ν=0

f [a0, · · · , aν ]ων(x) (0.3)

是插值余项.

关于插值余项的差商, 即数值差商公式(0.1)的余项, 我们[1]有下列命题.

命题1 设x0, · · · , xk和a0, · · · , an同是R或C中的数列, k ≤ n. 则对满足0 ≤ m ≤ k的任
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意整数m有

R[x0, · · · , xk] =
m−1∑

ν=0

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an] · ωn+1[xν , · · · , xk]

+
k∑

ν=m

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an+m−ν ](xν − an+m−ν)ωn+m−ν [xν , · · · , xk];

(0.4)
又对满足k ≤ m ≤ n的任意整数m有

R[x0, · · · , xk] =
k∑

ν=0

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , am−ν ](xν − am−ν)ωm−ν [xν , · · · , xk]

−
n∑

ν=m+1

f [a0, · · · , aν ] · ων [x0, · · · , xk].
(0.5)

对于(0.4)置m = 0, 则给出de Boor[2]的公式. 此公式中, 若a0 = · · · = ak = x, 则又给
出Floater[3]的公式. 公式(0.4)和(0.5)中若x0 = · · · = xk = x, 则分别给出王兴华[4]和王兴
华和杨义群[5]的公式, 其中当m = 0的(0.4)也是Dokken和Lyche[6]的公式.
本文将根据数值计算的实际需要，利用这个命题分别针对低度光滑函数和充分光滑

函数, 给出数值差商公式余项的估计, 并且推导出若干超收敛的数值差商公式及其余项
的Lagrange表示.
下文中我们将用到关于Newton插值基函数的差商的下列等式（参见文献[1, 2]）:

ωn+1[x0, · · · , xk] = (x0 − an)ωn[x0, · · · , xk] + ωn[x1, · · · , xk], (0.6)

k∑
ν=m

(xν − an+m−ν)ωn+m−ν [xν , · · · , xk] = ωn+1[xm, · · · , xk] (0 ≤ m ≤ k). (0.7)

1 低低低度度度光光光滑滑滑情情情形形形的的的余余余项项项估估估计计计

余项的阶随函数光滑程度变化的情形通常称为低度光滑的情形. 关于低度光滑情形的
余项估计, 我们有下列定理.
定理1 设a0, · · · , an, x0, · · · , xk ∈ [a, b], 0 ≤ k ≤ n. 对任意适合k ≤ m ≤ n的整数m,

如果f ∈ Cm[a, b], 则

∣∣R[x0, · · · , xk]
∣∣ ≤ 2n−m+1nk

k!m!
· hn−k

n∏

j=m+1

hj

ω(f (m), hm+1), (1.1)

式中h := b − a, hj := min{āi+j − āi : 0 ≤ i, i + j ≤ n}, 而ā0 ≤ · · · ≤ ān是a0 · · · , an的重

排, ω(f (m), ¦)是f (m)的连续模.
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证 于(0.5)置m = k − 1, 该式是

R[x0, · · · , xk] = f [x0, · · · , xk](xk − a−1)ω−1[xk]

−
n∑

ν=k

f [a0, · · · , aν ] · ων [x0, · · · , xk].
(1.2)

若命

(xk − a−1)ω−1[xk] = ω0(xk) = 1, (1.3)

则(1.2)不仅有意义，而且显然是正确的. 因此我们可以在命题1的式(0.5)中用m− 1代替m,
得到

R[x0, · · · , xk]

=
k∑

ν=0

{
f [x0, · · · , xν , a0, · · · , am−ν−1]− f [a0, · · · , am]

}
(xν − am−ν−1) · ωm−ν−1[xν , · · · , xk]

−
n∑

ν=m+1

f [a0, · · · , aν ] · ων [x0, · · · , xk].

(1.4)
此式对适合k ≤ m ≤ n的m是正确的. 如同文献[5]所指出的, 对0 ≤ ν ≤ k有

∣∣f [x0, · · · , xν , a0, · · · , am−ν−1]− f [a0, · · · , am]
∣∣

≤ 1
m!

ω(f (m), h) ≤ 2
m!

· h

hm+1
ω(f (m), hm+1),

而对m + 1 ≤ ν ≤ n有

∣∣f [a0, · · · , aν ]
∣∣ ≤ 2ν−m

m!
· ω(f (m), hm+1)

ν∏

j=m+1

hj

.

此外, 显然存在η ∈ [a, b]使

|ων [x0, · · · , xk]| =
∣∣∣∣
1
k!

ω(k)
ν (η)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

0≤i1<···<ik≤ν−1

∏

i6=i1,··· ,ik
(η − ai)

∣∣∣∣∣∣

≤
∑

0≤i1<···<ik≤ν−1

∏

i6=i1,··· ,ik
h =

1
k!

dk

dhk
hν =

(
ν

k

)
hν−k,

同样地
∣∣∣∣∣

k∑

ν=0

(xν − am−ν−1)ωm−ν−1[xν , · · · , xk]

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

ν=0

h

∣∣∣∣
1

(k − ν)!
ω

(k−ν)
m−ν−1(ην)

∣∣∣∣

≤
k∑

ν=0

h

(
m− ν − 1

k − ν

)
hm−k−1 =

(
m

k

)
hm−k.
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所以由(1.4)得到

|R[x0, · · · , xk]| ≤ 2
m!

ω(f (m), hm+1)h
hm+1

·
(

m

k

)
hm−k

+
n∑

ν=m+1

2ν−m

m!
ω(f (m), hm+1)

ν∏

j=m+1

hj

·
(

ν

k

)
hν−k.

对m + 1 ≤ ν ≤ n, 
 m

k


 h

hm+1


 ν

k


 hν−m

ν∏

j=m+1

hj





≤ nk

k!
hn−m

n∏

j=m+1

hj

.

所以

|R[x0, · · · , xk]| ≤
(

2 +
n∑

ν=m+1

2ν−m

)
nk

k!m!
· hn−k

n∏

j=m+1

hj

ω(f (m), hm+1)

=
2n−m+1nk

k!m!
hn−k

n∏

j=m+1

hj

ω(f (m), hm+1).

定理证毕.
于定理1中置x0 = · · · = xk = x, 我们得到低度光滑情形数值微商公式的余项估计的

结果（见文献[5]）, 这个结果回答了胡祖炽教授在中国数学会计算数学学会第一届年会
（1979, 广州）的大会报告中提出的问题.

2 充充充分分分光光光滑滑滑情情情形形形的的的余余余项项项估估估计计计

根据定理1,如果f ∈ Cn[a, b]且f (n)满足Lipschitz条件,则对于比较均匀的节点a0, · · · , an有

R[x0, · · · , xk] = O(hn+1−k). (2.1)

一般来说, 这已是余项的最高阶, 即饱和阶. 因为我们有下列定理.
定理2 设a0, · · · , an, x0, · · · , xk ∈ [a, b], 0 ≤ k ≤ n. 对任意适合0 ≤ m ≤ k的整数m,

如果f ∈ Cn+m+1[a, b], 则有

R[x0, · · · , xk] =
m−1∑

ν=0

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an] · ωn+1[xν , · · · , xk] + O(hn+m+1−k), (2.2)
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这里h = b− a. 详言之

|O(hn+m+1−k)| ≤
(

n + 1
k −m

)‖f (n+m+1)‖∞
(n + m + 1)!

hn+m+1−k. (2.3)

证 用命题1的式(0.4)来证. 我们有

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an+m−ν ] =
f (n+m+1)(ξν)
(n + m + 1)!

(ξν ∈ [a, b]),

|ωn+m−ν [xν , · · · , xk]| ≤
(

n + m− ν

n + m− k

)
hn+m−k.

所以

∣∣∣∣∣
k∑

ν=m

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an+m−ν ](xν − an+m−ν)ωn+m−ν [xν , · · · , xk]

∣∣∣∣∣

≤ ‖f (n+m+1)‖∞
(n + m + 1)!

hn+m−k+1
k∑

ν=m

(
n + m− ν

n + m− k

)
.

但
k∑

ν=m

(
n + m− ν

n + m− k

)
=

(
n + 1

n + m− k + 1

)
=

(
n + 1
k −m

)
.

所以定理的结论成立.

所证定理表明, 在

f [x0, a0, · · · , an] 6= 0, ωn+1[x0, · · · , xk] 6= 0 (2.4)

的一般情形下, 存在常数C > 0使

R[x0, · · · , xk] ∼ Chn+1−k. (2.5)

所以如果对某个m > 0有

m−1∑

ν=0

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an] · ωn+1[xν , · · · , xk] = 0, (2.6)

则对充分光滑的f , 有

R[x0, · · · , xk] = O(hn+m+1−k). (2.7)

这种情形谓之“超收敛”.
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3 超超超收收收敛敛敛的的的公公公式式式及及及其其其余余余项项项的的的Lagrange表表表示示示

下面的定理给出很广泛的一类超收敛的数值差商公式.
定理3 设x0, · · · , xk和a0, · · · , an是关于一个共同的对称中心c对称分布的两组节点, 并

且n− k是一个非负偶数, 则

f [x0, · · · , xk] = Hn[x0, · · · , xk] + R[x0, · · · , xk] (3.1)

是一个超收敛的数值差商公式:

R[x0, · · · , xk] = O(hn+2−k), (3.2)

这里Hn是f以a0, · · · , an为节点的n次Hermite插值多项式. 又设

min{|ai − c| : ai 6= c, 0 ≤ i ≤ n} ≥ max{|xi − c| : xi 6= c, 0 ≤ i ≤ k}, (3.3)

且f ∈ Cn+2[a, b], 这里a0, · · · , an ∈ [a, b]且k = 1, 2, 3, 4, 则存在ξ ∈ [a, b]使

R[x0, · · · , xk] =
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

ωn+1[x̃0, · · · , x̃k−1], (3.4)

这里x̃0, · · · , x̃k−1是x0, · · · , xk中的任意k个点.
证 不妨设两组节点均无重节点. 根据定理条件易证

ωn+1[x0, · · · , xk] =
k∑

i=0

ωn+1(xi)∏

j 6=i

(xi − xj)
= 0. (3.5)

所以

R[x0, · · · , xk] =
k∑

ν=1

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an+1−ν ] · (xν − an+1−ν)ωn+1−ν [xν , · · · , xk]

= O(hn+2−k).

再证(3.4). 首先由(3.5)可知, ωn+1[x̃0, · · · , x̃k−1]与x̃0, · · · , x̃k−1从{x0, · · · , xk}选取的
取法无关. 我们现以k = 3, 4为例来证(3.4). 对k = 3, 这时n为奇数. 设

a1 < a3 < · · · < an < x0 < x2 < c < x3 < x1 < an−1 < · · · < a2 < a0.

这样, 我们有

(x3 − an−2)ωn−2 = ωn−1(x3),

(x2 − an−1)ωn−1[x2, x3] = 0.
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又由式(0.6),

(x1 − an)ωn[x1, x2, x3] = (x1 − an){(x1 − an−1)ωn−1[x1, x2, x3] + ωn−1[x2, x3]}
= (x1 − an)(x1 − an−1)

ωn−1[x1, x3]− ωn−1[x2, x3]
x1 − x2

=
(x1 − an)(an−1 − x1)
(x1 − x2)(x1 − x3)

{ωn−1(x3)− ωn−1(x1)} .

显然

|ωn−1(x3)| > |ωn−1(x1)|,
所以(x1 − an)ωn[x1, x2, x3]与ωn−1(x3)同号. 因此由(0.7),

R[x0, x1, x2, x3] =
3∑

ν=1

f [x0, · · · , xν , a0, · · · , an+1−ν ] · (xν − an+1−ν)ωn+1−ν [xν , · · · , x3]

=
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

3∑

ν=1

(xν − an+1−ν)ωn+1−ν [xν , · · · , x3]

=
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

ωn+1[x1, x2, x3].

对k = 4, n为偶数, 设

a1 < a3 < · · · < an−1 < x1 < x3 < c = x0 = an < x4 < x2 < an−2 < · · · < a2 < a0.

这时

(xν − an+1−ν)ωn+1−ν [xν , · · · , x4] = 0 (ν = 1, 3).

(x4 − an−3)ωn−3(x4) = ωn−2(x4),

(x2 − an−1)ωn−1[x2, x3, x4] = (x2 − an−1){(x2 − an−2)ωn−2[x2, x3, x4] + ωn−2[x3, x4]}
= (x2 − an−1)(x2 − an−2)

ωn−2[x2, x4]− ωn−2[x3, x4]
x2 − x3

=
(x2 − an−1)(an−2 − x2)

(x2 − x3)(x2 − x4)
{ωn−2(x4)− ωn−2(x2)}.

因为|ωn−2(x4)| > |ωn−2(x2)|, 所以与ωn−2(x4)同号. 同样得到(3.4). 定理证毕.
猜测 式(3.4)对所有正整数k成立.
支持这个猜测的事实, 除了定理3所指出的k = 1, 2, 3, 4之外, Brodskii[7]亦曾证明

当x0 = · · · = xk = x时对所有正整数k成立.
引入中心差商的记号

fn[x; d] := f [x− n
2 d, x− n−2

2 d, · · · , x + n−2
2 d, x + n

2 d]

=
1

n!dn

n∑

i=0

(−1)n−i

(
n

i

)
f(x + 2i−n

2 d),
(3.6)
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我们由定理3得到
推论1 设f ∈ Cn+2[x− n

2 d, x + n
2 d], d ≥ ε > 0. 则对奇数n有

f1[x; ε] = f1[x; d]−
n+1

2∑

i=2

(−1)if2i−1[x; d] · 2−2i+2
i−1∏

j=1

((2j − 1)2d2 − ε2)

+ (−1)
n+1

2
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

2−n−1

n+1
2∏

j=1

((2j − 1)2d2 − ε2),

(3.7)

对偶数n有

f2[x; ε] = f2[x; d]−
n
2∑

i=2

(−1)if2i[x; d]
i−1∏

j=1

(j2d2 − ε2)

+ (−1)
n
2
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

n
2∏

j=1

(j2d2 − ε2).

(3.8)

证 先设n为奇数. 把Hn写成在点x + td以

x + d
2 , x− d

2 , x + 3
2d, x− 3

2d, · · · , x + n
2 d, x− n

2 d

为节点的Gauss向前插值公式的形式:

Gn(x + td) = f 1
2

+ f1
0 · (t− 1

2) +
f2

1
2

2!
(t2 − 1

4) +
f3
0

3!
(t2 − 1

4)(t− 3
2) + · · ·

+
fn−1

1
2

(n− 1)!
(t2 − 1

4)(t2 − 9
4) · · · (t2 − (n−2

2 )2) +
fn
0

n!
(t2 − 1

4)(t2 − 9
4) · · · (t2 − (n−2

2 )2)(t− n
2 ),

式中

f0
i+ 1

2

:= f(x + (i + 1
2)d), fm

i := fm−1
i+ 1

2

− fm−1
i− 1

2

.

此时

ωn+1(x + td) = (t2 − 1
4)(t2 − 9

4) · · · (t2 − n2

4 )dn+1.

由是我们得到

G1
n[x; ε] =

f1
0

d
+

f3
0

3!d3
ε2−d2

4 + · · ·+ fn
0

n!dn
(ε2−d2)(ε2−9d2)···(ε2−(n−2)2d2)

2n−1

= f1[x; d]− f3[x; d]d2−ε2

4 + · · ·+ (−1)
n−1

2 fn[x; d] (d
2−ε2)(9d2−ε2)···((n−2)2d2−ε2)

2n−1 ,

ωn+1(x + ε
2) = (−1)

n+1
2

(d2−ε2)(9d2−ε2)···(n2d2−ε2)
2n+1 .

这就得到(3.7).
又设n为偶数. 把Hn写成在点x + td以

x, x + d, x− d, · · · , x + n
2 d, x− n

2 d
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的节点的Gauss向前插值公式的形式:

Gn(x + td) = f0 + f1
1
2

t +
f2
0

2!
t(t− 1) +

f3
1
2

3!
t(t2 − 1) +

f4
0

4!
t(t2 − 1)(t− 2) + · · ·

+
fn
0

n!
t(t2 − 1)(t2 − 4) · · · (t2 − (n

2 − 1)2)(t− n
2 ),

式中

f0
i := f(x + id), fm

i+ 1
2

:= fm−1
i+1 − fm−1

i .

此时

ωn+1(x + td) = t(t2 − 1)(t2 − 4) · · · (t2 − n2

4 )dn+1.

由是我们得到

G2[x; ε] =
f2
0

2!d2
+

f4
0

4!d4
(ε2 − d2) + · · ·+ fn

0

n!dn
(ε2 − d2)(ε2 − 4d2) · · · (ε2 − (n

2 − 1)2d2)

= f2[x; d] + · · ·+ (−1)
n
2
−1fn[x; d](d2 − ε2)(4d2 − ε2) · · · ((n

2 − 1)2d2 − ε2),

ωn+1[x, x + ε] = (−1)
n
2 (d2 − ε2)(4d2 − ε2) · · · (n2

4 d2 − ε2).

这就得到(3.8). 证毕.

推论2 设f ∈ Cn+2[x− n
2 , x + n

2 d], d ≥ 3ε > 0. 则对奇数n ≥ 3有

f3[x; ε] = f3[x; d]

+

n+1
2∑

i=3

(−1)if2i−1[x; d] · 2−2i+4
i−1∑

l=1

l−1∏

j=1

((2j − 1)2d2 − 9ε2)
i−1∏

j=l+1

((2j − 1)2d2 − ε2)

+ (−1)
n+3

2
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

2−n+1

n+1
2∑

l=1

l−1∏

j=1

((2j − 1)2d2 − 9ε2)

n+1
2∏

j=l+1

((2j − 1)2d2 − ε2),

(3.9)
对偶数n ≥ 4有

f4[x; ε] = f4[x; d]

+

n
2∑

i=3

(−1)if2i[x; d] ·
i−1∑

l=1

l−1∏

j=1

(j2d2 − 4ε2)
i−1∏

j=l+1

(j2d2 − ε2)

+ (−1)
n+2

2
f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

n
2∑

l=1

l−1∏

j=1

(j2d2 − 4ε2)

n
2∏

j=l+1

(j2d2 − ε2).

(3.10)
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证 设n为奇数, 我们有

G3
n[x; ε] =

1
2ε2

{G1
n[x; 3ε]−G1

n[x; ε]}
= f3[x; d]− f5[x; d]5(d2−ε2)

2 + f7[x; d]7(d
2−ε2)(37d2−13ε2)

16

− f9[x; d] (d
2−ε2)(3229d4−1706d2ε2+205ε4)

16

+ f11[x; d]11(d2−ε2)(9d2−ε2)(181d2−61ε2)(59d2−11ε2)
256 + · · ·

+ (−1)
n+1

2 fn[x; d]
1

2n−3

n−1
2∑

l=1

l−1∏

j=1

((2j − 1)2d2 − 9ε2)

n−1
2∏

j=l+1

((2j − 1)2d2 − ε2),

ωn+1[x + ε
2 , x− ε

2 , x + 3ε
2 ] = 1

2εωn+1[x + ε
2 , x + 3ε

2 ]

= (−1)
n+1

2 · 1
2n+2ε2

{
(d2 − 9ε2)(9d2 − 9ε2) · · · (n2d2 − 9ε2)− (d2 − ε2)(9d2 − ε2) · · · (n2d2 − ε2)

}

= (−1)
n+3

2
1

2n−1

n+1
2∑

l=1

l−1∏

j=1

((2j − 1)2d2 − 9ε2)

n+1
2∏

j=l+1

((2j − 1)2d2 − ε2).

这样就得到(3.9). 又设n为偶数, 我们有

G4
n[x; ε] =

1
3ε2

{G2
n[x; 2ε]−G2

n[x; ε]}
= f4[x; d]− f6[x; d] · 5(d2 − ε2) + f8[x; d] · 7(d2 − ε2)(7d2 − 3ε2)

− f10[x; d] · 5(d2 − ε2)(4d2 − ε2)(41d2 − 17ε2)

+ f12[x; d] · 11(d2 − ε2)(4d2 − ε2)(479d4 − 270d2ε2 + 31ε4) + · · ·

+ (−1)
n
2 fn[x; d] ·

n
2
−1∑

l=1

l−1∏

j=1

(j2d2 − 4ε2)

n
2
−1∏

j=l+1

(j2d2 − ε2),

ωn+1[x, x + ε, x− ε, x + 2ε] =
1
3ε

ωn+1[x, x + ε, x + 2ε]

=
1

3ε2
{ωn+1[x, x + 2ε]− ωn+1[x, x + ε]}

= (−1)
n
2

1
3ε2

{(d2 − 4ε2)(4d2 − 4ε2) · · · (n2

4 d2 − 4ε2)− (d2 − ε2)(4d2 − ε2) · · · (n2

4 d2 − ε2)}

= (−1)
n+2

2

n
2∑

l=1

l−1∏

j=1

(j2d2 − 4ε2)

n
2∏

j=l+1

(j2d2 − ε2).

这样就得到(3.10). 证毕.
于推论1和推论2中置ε = 0, 我们即得超收敛的数值微分公式. 在由推论2得到的数值

微分公式中置n = 3, 4, 所得结果与Floater[3]得到的公式是一致的.
数值微分公式在迭代法[8]和样条分析[9]中是很有用的. 文献[4]和[5]的结果也曾被推广

至多元情形[10,11]. 数值差商公式也有类似的推广[1], 其应用则有待进一步研究.
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